1、 直觀法則理論(the intuitive rule theory)：

關於自然科學及數學教育方面有廣泛的研究，但大部份都研究特定的內容（如面積概念），主要針對特定的另有概念(alternative concepts)作詳細的描述(Thijs & Van den Berg, 1995)。Ruth Stavy和Dina Tirosh關於數學及科學教育方面的很多研究指出，學生對於很多概念上不相干的問題卻有類似的反應。但關於這些問題的內容領域推理需求不同，但它們有一些共同的外在特徵。因此提出了直觀法則理論，它可解釋和預測學生在科學和數學問題上的錯誤反應。在文獻上所謂的另有概念、迷思概念(misconception)及前置概念(preconception)的很多反應，可解釋為使用一些共同的直觀法則所造成。因此直觀法則是這些概念的共同核心。他們到目前為止已經界定出四種反應類型的直觀法則：第一、A比較多-B就會比較多(more A-more B)；第二、A相同-B就會相同(same A-same B)；第三、凡事可分割(Everything can be divided)；第四、凡事總有盡頭(Everything comes to an end)。前兩種和比較的問題有關，後兩種和細分的問題有關。在此僅討論比較的問題。

比較型直觀法則

（1） A比較多-B就會比較多(more A-more B)
關於兩物件（系統）的某一特定、明顯的量A不相等（A1>A2），但關於兩物件的另一個量B，B1不大於B2(B1=B2 或 B1<B2)。當學生被要求比較B1和B2時，通常會不正確的認為：因為A1>A2 ，所以B1>B2；或者因為A1>A2 ，所以B1<B2。

量B相等的情況下（B1=B2）：

在B1=B2的情況下，可由以下有三種方式得知B1=B2。

1. 可由直接觀察得知(directly observable)：

呈現兩物件給學生，而此兩物件在直接可用肉眼觀察的量B上相等(B1=B2)。但並沒有跟學生直接提及相等。學生可直接知覺到這兩物件的量A不相等(A1>A2)。當學生被要求判斷B1、B2是否相等時，不相干的知覺因素A1和A2的不同可能影響學生對B1、B2之比較所做的判斷。僅管可由觀察得知B1=B2，他們會認為因為A1>A2，所以B1>B2。

例如：比較對頂角的大小時，可看到兩個角的大小相等（量B）。然而學生的判斷卻會受到可知覺的因素：角的邊長、弧長及邊的粗細所影響，但影響程度不同。(Tsamir, Tirosh & Stavy, 1997)。學生的回答為："邊越長，角越大"、"弧越長，角越大"、"邊越粗，角越大"。這些研究發現對年幼者的認知系統而言，差異比相似更顯著，因此影響小孩的反應甚巨。這和Vygotsky的觀察一致( Vygotsky, 1962, p. 63)。但有時知覺的相似之影響力也會勝於知覺的差異，例如比較兩個不同邊長的直角大小時，受邊長長短的影響極小。

在這一類別中，直觀法則的使用隨著年齡和教育而降低。

2. 可由邏輯推論得知(logically deducible)：

在很多比較的問題中，量B的相等並不能直接由觀察得知；然而可透過保留及比例基模邏輯推論而得。

(1) 保留基模：在操作前小孩知道兩個系統的量B相等，然而在操作後B的相等不再可直接觀察，但可透過保留基模的使用，邏輯推論而得。

保留的問題分成以下兩種類型：

(延伸量的保留(conservation of extensive quantities)：

延伸量的定義：如果a,b,c,…構成一個系統，y是滿足下式的性質

y(系統)=y(a)+y(b)+y(c)…
，則稱y 是個延伸量。如長度、重量、面積、體積和能量等性質都是延伸量。

屬這一類的典型問題是先呈現兩個物件給受試者看。這兩物件不只在知覺上是相同的，關於某性質B的量也相等。然後將其中一個物件變形（改變形狀、位置或狀態），導致兩物件在知覺上並不相等，但仍保有在B量上相等的關係。這個變形造成量A（與量B無關）知覺上的改變。然後問受試者這兩物件在量B上是否仍然相等。

例如：Piaget(1965/1952)的研究要小孩比較兩列物體的個數。原來兩列的排列等長、等密且個數一樣。後來將其中一列的排列間距(密度)變大。研究發現年幼的小孩只注意到兩列相對的長度，因此認為在等長的情況下兩列個數一樣。在兩列不等長時則認為“列越長，個數越多”。一些較年長的小孩則依兩列相對的密度來判斷，認為 “列越密，個數越多”。這符合了直觀法則：A（列的長度、密度）比較多-B（物體的個數）就會比較多。

Livne(1996)使用表面積保留的問題對10-12年級主修生物者施測，結果有三分之一的反應符合該法則(Ruth Stavy and Dina Tirosh,2000)。顯示較年長的學生亦無法抗拒這個法則。Azhari(未出版手稿)的研究中使用了兩種本質一樣情境不同的問題。其中之一：有兩個大小一樣的長方形塑膠，兩個都由同樣大小的一個正方形（在右上角）及一個多邊形組成。將其中一個右上角的正方形移除，要受試者比較兩者周長（其實周長沒變）。有70%受試者的回答符合直觀法則。另一問題為：將兩條一樣長的線在釘板上圍成兩個大小一樣的長方形，將其中一個長方形的線移動，使右上角缺一個正方形，要受試者比較兩者的周長（其實周長沒變）。有45%受試者的回答符合直觀法則。前者的問題中將物件去掉一部份（正方形），強調了兩物件的差異，因此支持了直觀法則“A比較多-B就會比較多”的使用。然而後者的問題中物件（相同的線）保持不變，強調了相等。因此以周長的另有概念觀點來解釋比較周長的問題之錯誤反應令人質疑。Azhari的研究指出如果在操作前及操作後物體本身沒有保持不變，受試者的回答就會強烈地受直觀法則的影響。直觀法則的影響力並沒有隨年齡而遞減。直觀法則的使用受問題情境中特定的訊息所影響。

(密集量的保留(conservation of intensive quantities)：

密集量的定義：如果a,b,c,…各為系統的一部份，y是滿足下式的性質

y(系統)=y(a)=y(b)=y(c)=…
，則稱y 是個密集量。如濃度、溫度、密度。很明顯地，y(系統)與系統的大小無關。

密集量的問題是呈現兩個關於某一密集量相等但大小不同的系統給受試者看。然後要求受試者判斷或比較在這兩系統中密集量的值。
例如：Stavy, Strauss, Orpaz和 Carmi(1982)呈現三杯（杯子大小一樣）等量且濃度相同的糖水給小孩看，然後將其中兩杯倒入另一同樣大小的空杯中（未滿出）。要求小孩比較兩杯合成的糖水和另一杯糖水的甜度（濃度）。研究發現從六歲到十歲大部分的學生認為合成的糖水較甜。解釋的理由如下：“越多糖的那杯越甜"和“越多水的那杯越甜"。這個例子在水的量上有明顯的知覺差異，因此產生直觀反應“A（水，糖）比較多-B（甜度）就會比較多”。

(2)比例基模：

在數學、科學及日常生活中比例的概念被廣泛地使用。Piaget和他的研究群(Inhelder & Piaget, 1958)及其他很多人對比例推理的發展有廣泛的研究。在這些研究中所使用的典型比例問題是下列型態的比例問題：“A車在兩小時內行駛180km。B車在三小時內行駛270km。哪一車行駛的比較快？或者它們的速度一樣嗎？"研究顯示很多學生對兩個量（距離和時間）的大小印象深刻，因此認為B車行駛的較快。有些回答“它行駛過較長的距離"或“它行駛較多時間"。很明顯這些反應主要來自直觀法則“A（距離、時間）比較多-B（速度）就會比較多”的應用。在有關分數、機率和濃度方面的比例推理問題中常見學生會有這種直觀反應。

總言之，很多學生對於必須藉由保留和比例的邏輯基模推論而得到答案是“相等"的問題，卻常不正確的回答“A比較多-B就會比較多”。不過兩物件若相同，則會壓制這個法則的影響力。關於比例問題方面，解題者通常只考慮到分子（如分數中上面的數，糖的量），或分母（如分數中下面的數，水的體積），或兩者，因此導致該直觀法則的使用。直觀法則不只被明顯的知覺差異所啟動，也被符號（與知覺心像(perceptual images)有關，如數字）間的顯著差異所活化。

3. 可由科學知識推論得知(scientifically deducible)：
有些比較的問題中，並不能直接藉知覺觀察或邏輯推論而得到兩系統的某量相等，而必須藉由科學知識的推論而得。除非對相關的形式定義或科學知識很熟悉，不然會被可知覺到的或相關的訊息所影響，於是反應就會符合直觀法則。在數學史或科學史上也反映了應用直觀法則“A比較多-B就會比較多”的自然傾向。例如伽利略認為無限的量是不可比較的，被接受了數世紀之久。亞里斯多德認為自由落體降落的時間與物體重量成正比。

例如：當比較兩條不等長線段上的點數時，受試者若不熟悉Cantorian對等價集合的定義，就會受到一條線段比另一條線段長的影響，因此認為在較長線段上的點數會比較多，或認為每一條線段都有無限多點，因此不能比較(Ruth Stavy and Dina Tirosh,2000)。
量B不相等的情況下（B1≠B2）：
當解以下兩種比較類型的問題（B1≠B2）時，若使用直觀法則“A比較多-B就會比較多”將導致錯誤的判斷。
1. 量A和量B成反比（當A增加時B成反比遞減）：

例如：以下兩題是屬於這一類型的問題。                    
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年幼的孩童會認為“3大於2，因此1/3大於1/2”(e.g., Pitkethly & Hunting, 1996) ；也相似地認為“100比10還大，因此0.01比0.1還大”(Nesher, 1986)。很明顯地這些反應符合了直觀法則：“A比較多-B就會比較多”。這兩個問題最明顯的差異在於分母，孩童還沒有獲得比例基模，因此認為1/3大於1/2。

這些問題通常稱之為“反比問題”。要求學生比較兩個比的（如分數、濃度和溫度）大小。在這種問題中的分子一樣，分母卻不相同。在這些例子中，一些較年幼的學童還沒有正確地獲得比例基模，會認為“分母越大，比越大”。一些研究者研究邏輯基模的發展也發現了相同的反應類型：“分母越大，比越大”(i.e., Karplus, Karplus, Formisano, & Paulsen, 1977; Noelting, 1980a, 1980b; Shayer & Adey, 1981; Strauss & Stavy , 1982)。
2.A和B之間沒有固定的關係：

這種情況發生在A和B於某一範圍內成正比，其他範圍則否；或者A和B之間沒有固定的關係。對物質加熱時物質溫度的變化、在生物學和社會學中的人口成長曲線、在生化學中酵素和黴作用物濃度交互作用的速度等現象屬於前者。

關於前者的例子如下：

將一個裝有水的煮鍋，置於電爐上面，開關轉至刻度3。五分鐘後，水開始沸騰。溫度計指示著+100°C。如果開關仍維持在刻度3，讓水繼續沸騰。請問：

1.(  ) 在沸騰五分鐘後，溫度計將指示著多少度？(大於+100°C (等於+100°C (小於+100°C。

2.為什麼？請解釋你的想法！
對水均勻加熱，水溫會線性增加，直到開始沸騰為止。再繼續加熱溫度將保持不變，熱能供給水變成水蒸氣。Andersson(1979)對瑞典6,7,8,和9年級的學生施測，結果發現各有40%,24%,13%和16%的學生回答（大於100°C）符合了“加熱越久-溫度越高”。在學生有限的經驗中，加熱越久，溫度確實越高。

關於A和B之間沒有固定的關係的問題如下：

以下問題請填上"<","=",">",或"不能決定"。
4X □ 2X           

3(a+b) □ 2(a+b)
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Rapaport利用上述代數表徵的比較問題對9到12年級的學生施測(Ruth Stavy and Dina Tirosh, 2000)。結果每一年級都超過半數的人答錯這些問題。他們的回答符合了直觀法則“A比較多-B就會比較多”。一般的解釋如下：“4比2大，因此4x比2x大”； “3比2大，因此3(a+b) > 2(a+b)”； “5比3大，因此
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大”； “我去掉x，並且比較數字”。這或許是數字不同的明顯差異所致。

在數學中，有些性質通常在某些數系成立，但當數的領域擴大時這些性質將被瓦解。很多數學教育的研究指出，當在比較兩個數或代數表徵時（如：負數、指數、關於變數的乘法表徵、三角函數的表徵）學生通常會不正確地應用自然數的知識(例如:Bell, 1982; Fischbein,1987; Hart, 1981)。

傾向於從A1>A2外推(extrapolate)到B1>B2的原因：

1. 天生傾向：有很多的研究者指出存在天生的概念和基模。Tinbergen(1995)關於動物本能的研究，發現某種鳥類喜歡五個蛋勝於三個蛋；喜歡大的蛋勝於小的蛋。這提高了直觀法則“A比較多-B就會比較多”是天生傾向的可能性。

2. 成功經驗下所獲得的傾向：在日常生活中或學校情境中常應用此一法則。小孩從嬰兒早期開始就遇到很多的情境是兩物件間的知覺差異與這兩物件另一性質之量的差異密切相關。此一直觀法則的起源有待進一步研究。重複的經驗似乎增強了此一直觀法則,因此提昇了此一直觀法則在其他相似情境的使用。

視“A比較多-B就會比較多”為直觀的原因：

1. 解題者通常視“A比較多-B就會比較多”這種反應類型為不證自明(self-evident)。

2. 此一法則通常被自信(confidence)的使用。
不證自明和自信是直觀推理的兩個主要特徵(Fischbein,1987)。

克服此一直觀法則的方法：

不同年齡、教育程度的小孩及成人都會選擇性地使用該直觀法則。較年長的孩童及成人即使受過正式或相關的教育，仍然持續使用該法則。

隨著年齡和教育的增加，與特定問題相關的基模、規則和知識體隨之發展和增強。結果當求助於與直觀法則相背的形式知識時，該法則就失去了它的功效。以物質量的保留為例，“越高，量就越多”被同一性(identity)和互補(compensation)所取代。也有可能隨著年齡和教育的增加，小孩察覺到必需檢視他們的回答，考慮可能與問題相關的其他因素及避免衝突論証。因此，他們漸漸學會“A比較多-B就會比較多”在應用上的限制。

Piaget常描述學生“A比較多-B就會比較多”這種類型的回答，且歸因為直觀的前運思期(intuitive preoperational stage)之反應。Piaget的解釋： “很明顯地，自然界中物質的不能保留必定和數學實體的不能保留的理由相同。直接知覺勝於智力的運思。”(Piaget & Inhelder, 1974, p. 9)。Ruth Stavy和Dina Tirosh的研究指出年幼者在關於直接知覺的主要影響方面與Piaget相吻合。他們視“越…，越…”這樣的反應為一個基本、直觀的邏輯基模，因為它形成了兩個量之間的關係。他們並認為這種邏輯基模的使用並不會隨著年齡而完全消失。

（2） A相同-B就會相同(same A-same B)
關於兩物件（系統）的某一特定、明顯的量A是相等的(A1=A2)，但另一個量B不相等(B1≠B2)。當學生被要求比較B1和B2時，通常會不正確的認為：因為A1=A2 ，所以B1=B2。

這個法則是科學和數學中很多另有概念的可能來源之一。得到A相等的方式有兩種：

1. 直接給定A1=A2(directly-given equality)：

在問題中直接給定A的量相等（知覺上相等、數字或文字相同、關於質上的性質一樣）。

例如：兩杯大小相同的杯子，其中一杯裝滿水並加入一匙糖，攪拌均勻。另一杯裝半杯水，加入一匙糖攪拌均勻。比較兩杯的甜度。很多小孩(4-8歲)會回答每一杯有一匙糖(A1=A2)，因此它們的甜度相等(B1=B2)。
2. 可由邏輯推論得知A1=A2(logically-deduced equality)：

判斷兩量相等的邏輯基模(logical schemes)有：保留(conservation)和比例(proportion)。Piaget認為這兩種基模隨年齡而發展：保留基模在具體運思期(concrete operational stage)發展。比例基模則在形式運思期發展(formal operation stage)(Inhelder & Piaget ,1958; Piaget & Inhelder, 1974)。

問題並沒有給定A的量相等，但可透過保留或比例基模邏輯推論而得A1=A2。基於這兩個邏輯基模而得到A的量相等，啟動了“A相同-B就會相同”的法則。即一旦學生保留了某一特定的量，他們也將保留其他在特定的情境下並沒有真正保留的量。相似地，學生以比例基模為基礎，推論出兩個比率是相等的，也將以為其他相關的量也相等。例子如下：

(1) 保留基模：比較長方體在切割成四個長方體前及切割後的體積和表面積。有些人就會受直觀法則的影響：“A（體積）相同-B（表面積）就會相同”(Ruth Stavy and Dina Tirosh,2000)。
(2) 比例基模：張家有兩個小孩，王家有四個小孩。比較張家有一男一女以及王家有兩男兩女的機率大小。學生認為在兩個家庭中男孩（女孩）與全家人數之比都是1:2，因此認為兩者機率相等(。這個答案是“A（比）相同-B（機率）就會相同”的類型。

除了有關保留及比例的問題外，是否有其他的例子也是因邏輯推論而得到相等，於是啟動了“A相同-B就會相同”這個直觀法則？有待進一步研究。

在關於特定數學及科學概念發展的文獻中，學生的反應被解釋為與討論的主要概念有關（例如：知不知道百分比的相對本質）。在關於邏輯基模發展的文獻中，Piaget和其他很多人都使用關於保留和比例的問題來研究這些基模的發展，以及如何獲得這些基模。學生的反應被解釋為發展階段的結果。Ruth Stavy和Dina Tirosh使用與前述文獻中相似的問題(task)，結果發現問題共同的外在特徵決定了特定方式的回應（因為A1=A2，所以B1=B2）。視這些反應為直觀法則“A相同-B就會相同(same A-same B)”的特例。我們的認知系統暗中假設當兩個物件在某個量相等時，它們在其他的量也會相等。這個假設來自於從已知的資訊外推(extrapolate)到新的情境中的這種更一般化的傾向。

視“A相同-B就會相同”為直觀的原因：
法則“A相同-B就會相同(same A-same B)”有以下的的直觀特徵(Fischbein, 1987)：

1. 不證自明(self-evident)：認為基於這個法則所做的陳述是真的，且沒有必要更進一步的辨明。

2. 這個法則被很有自信(confidence)及固執(perseverance)的使用：儘管正式的學習與法則矛盾，卻堅持到底。

3. 整體性(globality)及強制性(coerciveness)：前者指傾向於將他應用到不同的情境中。後者指其他的選擇通常被排除，認為不可接受。

影響法則之應用的因素：

此法則的應用並沒有一致的形式。可能是下列不同因子之交互作用：

(1) 關於A量相等這個資訊的特性：例如，明顯給定的vs. 邏輯推論而得。

(2) 解題者的特徵：年齡、教育、邏輯基模和形式知識。

一般的基本假設認為認知能力隨著年齡而進步。然而Ruth Stavy和Dina Tirosh指出與保留有關的問題中，在有些例子中可觀察到能力隨著年齡而下降。有研究指出這種能力的下降是短暫的，並且隨之而來的是能力的增加(e.g. ,  Mehler & Bever, 1967; Strauss, 1982; Strauss & Stavy, 1982)。研究者視這種遞減在認知發展過程中是必要的中間階段。Ruth Stavy和Dina Tirosh對此現象的解釋則不同。她們認為答對率隨著年齡而下降，答錯率到某一年齡後很穩定，這是因為學生在量A相等上有強烈且以邏輯為基礎的信念；再加上直觀法則在他們的認知系統中之強制力等聯合作用的結果。

直觀法則“A相同-B就會相同(same A-same B)”和保留基模的關係：
Piaget認為一個特定的量的保留意指相關概念的獲得。他假設若在某操作情況下，小孩能保留某一量，則就能區分這個被保留的量和其他沒有保留的量(Ruth Stavy and Dina Tirosh,2000)。若在特定的操作情況下，小孩能保留某一量，同時也保留了其他事實上並沒有保留的量，被視為量的“假保留者(pseudo-conserver)”。Piaget 認為假保留是發生在真正保留之前的邊緣行為現象。Ruth Stavy和Dina Tirosh以下列方式來解釋過度保留的現象：將物件經過某個操做後，當小孩瞭解物件的某量不變時，直觀法則“A相同-B就會相同(same A-same B)”就會起作用，並且導致他們認為很多量也不變，這些量包括保留和非保留的量。因此要檢驗學生是否瞭解一個概念，不只在相關的量保留時，檢驗學生是否有保留這個相關的量，而且還要在量沒有保留的情況下，檢驗學生是否也沒有保留。解題者有時受保留基模的影響勝於問題的外在明顯特徵，有時則相反。
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